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دو بعدی و تعمیم اثر اصل ضرب داخلی دو بردار در فضای اثر گرادیان بر ح

 بعدی n–بردار در فضای  nیان بر حاصل ضرب داخلی گراد

 

 پرویز میرسالاری اولشکر
 اهواز دانشگاه پیام نور

------------------------------------------------------------ 

 چکیده
دی و دو بع در فضای گرادیان بر حاصل ضرب داخلی دو بردارعملگر برداری در این مقاله به بررسی اثر 

  می پردازیم. بعدی n–بردار در فضای  nیان بر حاصل ضرب داخلی داتعمیم اثر گر
 

 بعدیn–گرادیان، ضرب داخلی، فضای  واژگان کلیدی:
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 مقدمه

 -در فضای بردار بین دو عمل دوتایی شود، یکنیز نامیده می 3ضرب اسکالر و 2ایضرب نقطه که 1ضرب داخلی

 nاست ایکمیت نرده ، یککمیت برداری بنابراین، ضرب داخلی دو .است عدد حقیقی است که نتیجه آن یک 4اقلیدسی بعدی. 

رب ض. ف نماییما تعریبردار رضرب داخلی یا ضرب اسکالر به ما این امکان را میدهد که مفاهیم هندسی از قبیل زاویه و طول یک 

 .ای فراوانی داردهفیزیک کاربرد و داخلی در ریاضیات،مهندسی

ک ا در یریک ذره که در طول یک خط راست حرکت می کند فقط می تواند در دو جهت حرکت کند. ما می توانیم حرکت آن 

مت یک علا ومی کنند، یک علامت منفی  جهت مثبت و در جهت دیگر منفی درنظر بگیریم. برای ذراتی که در سه بعد حرکت

 مثبت برای تعیین جهت حرکت کافی نیست. بنابراین باید از بردار استفاده کنیم.

گی دارد و و بزر دارای جهت و بزرگی است، و از قواعد خاصی پیروی می کند. یک کمیت برداری، کمیتی است که جهت بردار یک

عت و ابه جایی، سرج از  بنابراین، می تواند با استفاده از بردار نمایش داده شود. برخی کمیت های برداری در فیزیک عبارت اند

 شتاب.

 ار دارداسکالر قر ا تابعمیدان ی یک ر کمیتی برداری است.گرادیان در جهت بیشترین تغییر مسیرگرادیان یک تابع و یا میدان اسکال

 به این .ستاک تابع ییکی از کاربردهای گرادیان ، نشان دادن تغییر است.  و اندازه ی گرادیان همان بیشترین مقدار تغییرات

 .برابر خواهد بود با تغییرات آن تابع صورت که ضرب داخلی گرادیان تابع در یک فاصله ی معین ،

و حروف بزرگ بردارهای  نشان داده می شود  dr=Xdx+Ydy+Zdzعنصر دیفرانسیلی طول یا همان فاصله ی معین به صورت

 .یکه هستند

داخلی ب رود ضر و همان طور که انتظار می کاملا واضح است که این عنصر دارای جهت است.گرادیان تابع هم دارای جهت است

 .در نهایت تغییرات تابع را به ما می دهد که باید اسکالر باشد این دو کمیت برداری ،

 .وده اندبم عمود و بردار مکان بر ه حال اگر این تغییرات تابع برابر با صفر باشد ، نتیجه می گیریم که بردار گرادیان

ابع گرادیان ت ود که باشوقتی مینیمم می  که در بالا نوشتیم ،برای یک تغییر معین در تابع ، عنصر دیفرانسیلی و برداری مکان 

 ..ایکس زاویه ی بین بردار گرادیان و بردار مکان استCos(x)=0 : موازی باشد یعنی

-دار مین یک برآکه یک عملگر برداری است بر یک تابع اسکالر عمل می کند که حاصل ضرب  باید توجه داشت همیشه گرادیان 

یم تعداد بردارهایی که بردار تعمیم دهیم فقط می توان nپر واضح است وقتی اثر گردایان را بخواهیم به حاصل ضرب داخلی باشد. 

جاز و ما م اشدلر می باسکا ... چهار بردار و شش بردار ومجاز هستیم ضرب کنیم زوج بردار می باشد، چون حاصل ضرب دو بردار و 

  برای مثال. استفاده کنیم نبصورت حاصل ضرب داخلی جلوی عملگر گرادیارد بردارها م از تعداد فینیست

 
عریف ، تادیانرتعداد فرد بردار روی یک عملگر گباشد و حاصل ضرب داخلی ضرب داخلی فوق یک عدد یا اسکالر میکه حاصل 

 نشده می باشد.

                                                           
1 Inner product 
2 Dot product 
3 Scalar product 
4 Euclidean 
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جهت بردار یکه می باشد البته  xکنیم فقط دارای مولفه ضرب داخلی استفاده میکه در حاصل بردارهایی باید توجه داشت که 

ریاضی دو بردار که در کتاب  یان بر حاصل ضرب داخلیدااثر گر. تصمیم براساس اثبات اینکه محاسبات خیلی پیچیده نشوندبرای 

 .می باشد را ارائه می دهیم ]1,2 [ 5فیزیک نوشته جورج آرفکن

 تحقیق ادبیات

است، عدی ب n–ه بتعمیم مسئله از حالت دو بعدی که مثال موجود در کتاب جورج آرفکن به شرح زیر می باشد و محاسبات را  

 ادامه می دهیم.

 
 ادامه می دهیم.تا پایان با توجه به فرمول پایه موجود در کتاب جورج آرفکن محاسبه را 

)1(           

 
 .را به طور جداگانه محاسبه کنیم (1حالا می خواهیم قسمتهای فرمول )

 

 

 

                                                           
5 George Arfken 
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 ه به چرخش دستگاه مختصاتی داریم:( با توج2در رابطه )

                       
 می توان نوشت:

 
 ( خواهیم داشت:1ه فرمول )های بدست آمد و با جایگذاری قسمت
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 که محاسبه معادل با گردایان حاصلضرب داخلی دو بردار می باشد.

 
 nرب داخلی یان حاصلضحالا تعمیم را برای گردا رسید.به اتمام اثبات مربوط به مسئله موجود در کتاب جورج آرفکن تا اینجا، 

 شروع می کنیم.بردار 

 

 تحقیق نتایج

 فرض می کنیم که

 
 3نها اثر می دهیم و اگر برای حاصلضرب گردایان را بر آبردار،  n2بردار و  8بردار و  4با توجه به اینکه برای حاصلضرب داخلی 

 ود.شبردار گردایان تعریف نشده می  2n+1برای آنها  ،بردار، گردایان را اعمال کنید 2n+1بردار  5بردار یا 

 یم.ر انجام می دهابرد حالا تعمیم را برای حاصلضرب داخلی 

     
                (3)  

  

  .به طور جداگانه محاسبه می کنیممانند محاسبات قبلی را  (3)های مختلف فرمول  حالا قسمت
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 با جایگذاری در عبارت زیر محاسبه را ادامه می دهیم.
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 بردار تعمیم می دهیم. 2nاز قاعده چرخش مولفه های بردار استفاده می کنیم و این کار را برای 
 

 
 

 باشد.یجه خلاصه اثبات بصورت مقابل می در نت

 
 اشت:دمحاسبه خواهیم این روند با تکرار  پایان می یابد.داخلی چهار بردار اثبات برای گرادیان بر حاصلضرب 

 
 

داشت که در قبل ثابت  بردار می باشد و باید توجه 6همان طور که در محاسبه بالا توجه می شود را اعمال گرادیان برای  نکته:

ایان باید اشد و در پد( می بروی یک اسکالر )عدکردیم بردارها دو به دو تبدیل به اسکالر )عدد( می شود و در نهایت اعمال گرادیان 

 12بردار و هشت بردار و  6بردار ،  4بردار  2یعنی برای حاصل ضرب  )n(بردار  n2گفت می باشد می توان حاصل ضرب  

. شروع می  هم برابر باشد های مختلف بردارها وقتی بردارها با بردار و غیره تعمیم داد در این بخش حالت 16بردار و  14بردار و 

 بردار ادامه می دهیم. n–کنیم ابتدا از حالت دو بردار شروع می کنیم و محاسبه را تا تساوی 

 

  اگر

 باشد آنگاه             اگر 

      

 حالا حالت تساوی را برای چهار بردار ادامه می دهیم.

   
 ( تبدیل به رابطه زیر می شود.4فرمول ) با فرض 
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 قرار دهیم. n=3بردار  6و برای  n=2بردار  4می باشد و برای  n=1برای حاصل ضرب دو بردار  نکته:

 در اینجا فرمول کلی را وقتی بردارها برابر باشند و چند مثال را به طور عددی حل می کنیم.

 
 داریم: n=1برای حاصل ضرب دو بردار به ازای  مثال:

 
 باشد. n=2 که آن بردارها   مثال برای حاصل ضرب چهار بردار هنگامی

 
 باشد. n=3ه بردار ها ک هنگامیبرای حاصل ضرب شش بردار  مثال 

 
 

ه این کرسیم ت می سایه اپفرمول تعمیم یافته را با ایجاد تغییراتی به حالت حاصل ضرب داخلی دو بردار که حالت  در پایان مقاله

 راه حل نوعی اثبات محکم می باشد.

  اگر

 بردار برسیم  2در حال چهار بردار داریم و تلاش می کنیم تا بحال پایه 

 با توجه 

 
 :نکته

 

 
 

 بحث و نتیجه گیری
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ه حالت حاصل ضرب ببعدی را دو بردار در فضای  دواثر گرادیان بر حاصل ضرب داخلی  ،[1]منبع با استفاده از روش اثبات در 

 بعدی تعمیم دادیم. n–بردار در فضای  nداخلی 

 منابع
[1] G. B. Arfken, H. J. Weber, F. E. Harris, Mathematical Methods for Physicists, Seventh 
Edition: A Comprehensive Guide, Academic Press, 2012. 
[2] G. B. Arfken, H. J. Weber, F. E. Harris, Essential Mathematical Methods for Physicists, 
Academic Press, 2003. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://www.tajournals.com/

